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Резюме. Рассмотрено дискретное уравнение Штурма-Лиувилля, коэффициенты 

которого обеспечивают существование рассеяния лишь в одну сторону. Исследованы 

уравнения с ядрами, определяющимися S - функцией. Доказаны теоремы, 

позволяющие установить однозначную разрешимость основного уравнения обратной 

задачи. 
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1.   Введение 

 
Рассмотрим дискретное уравнение Штурма-Лиувилля 

                 ,,111 Znyyaybya nnnnnnn                                 (1) 

где вещественные коэффициенты nn ba ,0 удовлетворяет условиям 

                             0,0  nn ba при ,n                                             (2) 

                                  




nn

n

ban 1
1

.                                                  (3)  

Условие (2) показывает, что рассеяния на   отсутствует. В случае, когда 

рассеяние существует в обе стороны, обратная задача, т.е. задача 

восстановления коэффициентов nn ba ,  по данным рассеяния, была решена в 

работах    4,3 . При сделанных предположениях о коэффициентах  решением 

задачи рассеяния называется решение уравнения (1), которое определяется 

требованием убывания в области, где  na  исчезает, и асимптотикой на 

непрерывном спектре  

        nozSz nn

n ,1 . 

Функцию  S  назовем функцией рассеяния или же S -функцией. Заметим, 

что обратная задача для уравнения (1) при условиях (2), (3) впервые 
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рассматривалась в работе  5 . Однако отличительной чертой нашего случая 

является исследование функции  S  и решение обратной задачи по 

функции рассеяния.  

 

2.  Предварительные сведения  

           В пространстве  ,02 рассмотрим оператор 0L , порожденный 

уравнением (1) и граничным условием 01 y . Согласно условию (2) 

оператор 0L вполне непрерывен и самосопряжен. Следуя  2  вводим 

функцию Вейля     ,Rm  оператора 0L , где R - резольвента 

оператора 0L и     ,0,...0,0,1 2 . Известно, что (см.  2  ) 

                                        












11

1,
n

n

n n

nm 



                                       (4) 

 Обозначим через  nP и  nQ  решения уравнения (1) с условиями 

       
0

1001

1
,1,0

a
QPQP   . Вводим также решение Вейля  

                                           ZnPmQ nnn  ,  

 

уравнения (1).  

Пусть  - комплексная  - плоскость с разрезом по отрезку  2,2 . 

Рассмотрим функцию   1
42

2




zz , где ветвь радикала выбирается 

из условия 01
4

2




при 2 . 

Предположим, что выполняется условие (3).   Тогда уравнение (1) имеет

   53   решение Йоста  nf , представимое в виде  

                               ,,1
1

ZnzAzf
m

m

nm

n

nn 







 





  

где величины n и nmA удовлетворяют соотношениям  

1,0  nn   при ,n  



АГ. Х. ХАНМАМЕДОВ, Л. К. АСАДОВА: РАЗРЕШИМОСТЬ НЕКОТОРЫХ … 

 13 

















 













1
2

1

m
n

k

knm aOA при ,mn  

1


n

n
na




, 

здесь     означает целую часть. В работах    5,1  установлена связь при

4, 2   , ,...2,1,  nn    между решениями Флоке и Йоста:  

 

 
 

      ZnfSf
a

nn

n 


,



, 

где  

            
     

 
 
 






a

a
S

zz

fmaf
a 








 ,
1

110
.                                (6) 

Там же доказано, что функция  1a  непрерывна при 0,     и 

допускает регулярное продолжение в плоскость и там может иметь (см.  5 ) 

конечное число простых вещественных нулей p ...,,, 21 , лежащих вне 

отрезка  2,2 . Кроме того, функция  1a  ограничена вблизи границы 

плоскости  . Введем обозначения 

  pkfM
n

knk ,...,.2,1,22  




  , 

                
 

 .
2

1

1

2

1 k

n
N

k

k

n

n zMdz
zz

S
F 













  


  

Тогда     5,1 имеет место основное уравнение типа Марченк     

,1,0,022

1

2  





  mnFAAF kmn

k

nknmmn                        (7) 

.0,1 2

1

2

2  





  nFAF kn

k

nknn  

 

3.  Свойства   S - функции 

 Известно (см.    4,3 ), что при исследовании однозначной разрешимости 

основного уравнения (4) важную роль играют уравнения с ядрами  
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   

.
2

1
1

1 



dz

zz

S
F n

n





 
                                       (8) 

Этот пункт посвящена изучений таких уравнений. 

Теорема 1. Уравнение   

                                           
 





 
1

1 1,0
k

kmkm mhFh                                (9) 

в пространстве  1,2   имеет ровно p линейно независимых решений. 

Доказательство. Пусть mh  есть решение уравнения (9) из  1,2  . 

Поскольку 
 1

mF  вещественна, не нарушая  общности, можно считать, что mh   

вещественны. 

 Рассмотрим функцию  

  



1

m

m

m zhH  ,                                    (10) 

регулярную в плоскости  . Из последней формулы следует,что  

 






 
 


dH

zzi
h

m

m

2

1

1
2 1

2

1
,                              (11) 

 Умножим теперь обе части равенства (9) на mh  и просуммируем по m  в 

пределах от 1 до  : 

  0
1

1
11

2  














k

k

km

m

m

m

m hFhh . 

Подставляя сюда вместо 
 1

kmF   его выражение (8) и принимая во внимание (11), 

имеем 

       0
1 22

1






 dHSdH

zz
. 

Из последнего равенства с учетом формулы (4) найдем, что    

          
 

0000002
4

1

2,2

222

2










diHiSiHiSiH

. 

Тогда пользуясь равенством  

         

      ,000

000002

2

222

iHiSiH

iHiSiHiSiH








 

которое вытекает из (4), имеем при  почти всех  2,2  

      0000  iHiSiH  . 



АГ. Х. ХАНМАМЕДОВ, Л. К. АСАДОВА: РАЗРЕШИМОСТЬ НЕКОТОРЫХ … 

 15 

Так как  

       00,00 iSiSiHiH    

при  2,2 , то при почти всех    функция  
 

1

1
1 


zz

H
H


  

удовлетворяет тождеству 

 

 

 
 






a

H

a

H 11  . 

 Таким образом, функция 
 
 


a

H1  вещественна при почти всех   

 2,2 и поэтому  она регулярна для всех   2,2 . Следовательно, 

функция 
 
 


a

H1  регулярна во всей комплексной плоскости, за исключением, 

быть может нулей pjj ,..,1,   функции  a .  Введем в рассмотрение 

функцию  

 
 

   




a

H
g


 1 . 

По теореме о вычетах, получим  

     





p

j

gresgresgres
j1

0


. 

Тогда из (4), (6), (10) следует, что  

 
 

 
   

0
1

1

1 



 jj

j
p

j a

H

a

H










, 

согласно которому  

 
  

 
   


 




p

j jjjj

j

zza

H

zza

H

1
11 








,                                           (12) 

где   pjzz jj ,...,1,   .  

Итак, мы обнаружили справедливость следующего факта: если mh  есть 

решение из  1,2   уравнения (9), то его преобразование (10) 

представляется в виде (12). Оказывается, что верно и обратное утверждение. А 

именно, любая функция  H  вида (12), где   pjcH jj ,..,1,  – заданы 

произвольно, является преобразованием (2.53) некоторого решения mh  

уравнения (9) из  1,2   . Действительно, функция (12) регулярна в 
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плоскости   и непрерывна вплоть до границы  . Поэтому, эта функция 

разлагается в ряд  

 
   










 m

m

m zh
zza

H
1


.                                          (13) 

 С другой стороны, из (4), (10) следует, что 
 

  
0

1


 zza

H




 при 

 . Ввиду последнего, ряд (13) должен обрываться при 0m , т.е.  

 
   












1

1
m

m

m zh
zza

H




. 

 Далее, из (4), (12) найдем, что при   функция  H  удовлетворяет 

тождеству  

      0  HSH , 

согласно которому  mh  есть решение уравнения (9). 

 Эти соображения показывают, что число линейно независимых решений 

уравнения (9) из  1,2   совпадает с числом линейно независимых функций 

вида   

   jj

j

a

c

 
, 

где pjc j ,...,1,  – произвольные вещественные постоянные, и поэтому как 

легко видеть, равно числу p . 

Теорема доказана. 

Подобным же образом доказывается 

Теорема 2. Уравнение  

 




 
0

1 0,
k

mkmk mhhF  

в пространстве  ,02  имеет лишь тривиальное решение. 
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Diskret şturm-liuvill tənliyinin S -funksiyasi ilə əlaqəli olan bəzi tənliklərin 

həll olunmasi 

 

A.X. Xanməmmədov, L.K. Əsədova 

 

XÜLASƏ 

 
Əmsalları yalnız bir tərəfdə səpilmənin varlığını təmin edən diskret Şturm-Liuvill 

tənliyinə baxılır. Nüvələri S -funksiya ilə təyin olunan tənliklər araşdırılmışdır. Tərs 

məsələnin əsas tənliyinin birqiymətli həll olunmasını təmin edən teoremlər isbat 

olunmuşdur. 

Açar sözlər: diskret Şturm-Liuvill tənliyi, səpilmə məsəlsi, S -funksiya, tərs 

məsələ, əsas tənlik. 

 

On a solvablity of some equations related with s-functions of the 

discrete equation Sturm-Liouville 

 

A.Kh. Khanmamedov, L.K. Asadova 

 

ABSTRACT 

 
Discrete Sturm-Liouville equation is considered, the coefficients of which 

provides existence of the scattering only in one direction. The equations are studied with 

kernels defined by S-functions. The theorems are proved, that allow one to set the unique 

solvability of the main equation of the inverse problem. 

Keywords: discrete Sturm-Liouville equation, scattering problem, S-function, 

inverse problem , main equation. 

 

 

 

 

 

 

 


